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Niherungsmethode fiir die Berechnung der Dichtematrix von Gitterelektronen

A. D. Jannussis *

Nuclear Research Center Democritus, Athens

(Z. Naturforschg. 22 a, 598—601 [1967] ; eingegangen am 15. Juli 1966)

Es wird eine Naherungsmethode fiir die Berechnung der Dichtematrix von Gitterelektronen ent-
wickelt. Das Gitterpotential wird als Storung betrachtet, und als ungestorte Funktion wird eine
lineare Kombination von verschobenen Greex-Funktionen des freien Teilchens verwendet. Diese
Funktion beriicksichtigt die Translations-Symmetrie des Gitters.

Die Niaherungsmethode ist der Brocuschen Methode ,,Methode der Festbindung“ @hnlich, und
in Analogie zur Brocuschen Summe von Atomeigenfunktionen treten die verschobenen Greex-Funk-

tionen des freien Teilchens auf.

Die Methode 148t sich erweitern fiir den Fall, daf} ein dufleres homogenes Magnetfeld auftritt.

1. Einleitung

Allgemein definiert man die Dichtematrix eines
durch den Hawmirton-Operator H gekennzeichneten
Problems durch den Ausdruck !

w(r,r,b) = > ;" (r') exp{ - bH}yp;(r). (1)
i

Dabei ist b=1/k T, k die BoLrzmann-Konstante und
T die absolute Temperatur.
Die Funktion (1, 7,b) erfiillt die Brocmsche
Gleichung 2
5 )
T +Hy=0 (2)
mit der Anfangsbhedingung
w(r,1,0) =0(r—7). (3)
Fiir 7’ = r erhalten wir die Zustandssumme

Z(b) = [y(r,1,b) dr. (4)

Wenn die Zustandssumme bekannt ist, dann konnen
wir die freie Energie des Systems berechnen, das
magnetische Moment und andere Zustandsgrofen,

also mit anderen Worten, wir konnen die thermo-
dynamischen Eigenschaften des Systems beschreiben 2.

2. Losung der Blochschen Gleichung
fir das Gitterelektron

Der Hamirron-Operator fiir das Gitterelektron ist
gegeben durch den Ausdruck:

He— S dsv(r). (5)

Dabei ist V' (r+a;) =V (r) das Gitterpotential, und
a; sind die Basisvektoren des Gitters. Fiir den Fall
der freien Elektronen, d. h. V' (r) =0, ist die Losung
der Brocuschen Gl. (2) bekannt 3, sie lautet:

m 2 |
2anty| O

e b - | |~ s

(r—r)2|
(6)
und fiir b =0 folgt
w(,r,0)=0(r—1r).

Die Funktion (6) ist die Greexsche Funktion des
freien Teilchens 4.

Aus der Greenschen Funktion (6) bildet man die Funktionen:

p(r' +r,,1,b) = (2””;12[))

32

~exp {

m

—2h2b(r—r’—-rg)2}, (7

wobei 7, (¢ a;, §sas, 5 a3) den Gittervektor bedeutet, und ¢;, ¢,, ¢3 ganze Zahlen sind.

Ferner gilt

(7/,'(T,+r_,,, T, b)s '/"*(r,‘*'rq, r, b)) =1/”(r!/srf112b) :“(

* Zur Zeit Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik,
Miinchen.

1 A. H. WiLson, The Theory of Metals, second Edition, Cam-
bridge Univ. Press, London 1953.

* F. Brocn. Z. Phys. 74. 295 [1932].

4-.1";12b) -exp :7 4.;,-1,;1,(r!/—rq)2 } s (8)
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Wenn die Gitterpunkte sehr weit auseinander liegen, dann ist das Resultat (8) im wesentlichen von Null ver-
schieden fiir g = g, und zwar konnen wir schreiben:

3/s

(@ +1,,1,b), 9" (¥ +1,,1,b)) = (4;';12 . ) . (9)
Es existiert noch ein anderer Fall, nimlich der Fall groler Temperaturen, wobei die Funktionen (7) als
orthogonal angesehen werden kénnen. Somit ergibt sich
(@ +71,,7,b), (1 +1,1,b))= d(r,—1,). (10)
Fiir nichtverschwindendes Potentialfeld ¥ () machen wir folgenden Ansatz
p(', 1, b) = gAg(r’,b)w(r’+rg,r,b) (11)

zur Lésung der Gl. (2). Der Index g bezeichnet ein Indextripel. Durch Einsetzen von (11) in (2) und unter
Beriicksichtigung von (6) bzw. (7) ergibt sich

; ,aa’i"—y)(r'—{-rg,r, b) + ;quxp{2fti(r, r) Y w(@ +1,,1,b) A, =0. (12)
Dabei ist .
V(r)=SV,exp{2ai(r, 1))} (13)
q

die Fourier-Entwicklung des Gitterpotentials, und ;‘(, (q1/ay, gs/as, gs/as) der reziproke Gittervektor.
Nun multiplizieren wir Gl. (12) mit v* (r+ 7, , r,b) und durch Integration iiber den ganzen Raum er-
halten wir:

34 o T h2ba? ~ 0 ’
;[——ab" +4, qZ V,exp {2nz(r,r,,) — ﬁf’ r2+niq(g+9’) } WPy, Ty, 20) =0. (14)
Hiermit bedeutet 9g+9) =q1(91+ 9N 2 (92 + 92) + a3 (95 + 95
Wegen (9) bzw. (10) ergibt sich aus (14) folgende Gleichung fiir die Koeffizienten 4,,:
4 inop he2bn? ~, -
-»a-bg +A9§quxp {2:’11(1‘,1‘0)— == rq-} =0, (15)

und nach Integration folgt
< m | it 2 h*ba® ~,|
Ag~exp{‘;~Vq he a2 g2 OXP l2nz(r,rq)~ m Ta Ij. (16)

Zum Schluf} erhalten wir die Ndherungslésung:

7 32 w i -
w',rb) = (27";{2—[)> .;Sexp {— ST (r—r —r,,)-—Vob}
m s~ R2ba ~,
cexp| 2 Vo ez |2ai(r,7) - P2T el (17)

Die Funktion (17) beriicksichtigt die Translations-Symmetrie des Gitters.

Die oben eingefithrte Methode ist nichts anderes als die BLocasche Methode ® ,,Methode der Festbindung®
mit dem Unterschied, daf} in der Brocuschen Summe an Stelle der Atomeigenschaften jetzt die Greenschen
Funktionen (7) auftreten.

3. Cosinusformiges dreidimensionales Potential

Die abgeleitete Formel (17) wollen wir jetzt auf den speziellen Fall eines dreidimensionalen cosinus-
formigen Potentials anwenden in der Form:
V(r)=Vy+2V,cos zarr x+2V,cos 20'.{ y+2V;cos 20'7 z. (18)
1 2 3

5 F. Brocw, Z. Phys. 52, 555 [1928].
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Die entsprechenden Werte von ¢,, ¢», ¢3 in (13) bzw. (17) sind

¢1=*1, 1= 0, 9= 0,
= 0, =1, g:= 0, (19)
3= 0, g3= 0, g5=*1
Damit ergibt sich aus Gl. (17)
g _( m - [ Vs 2k, 27+ Vo —opp o 27
w(r,r,b)_(2nh2b) exp]Ele cos & x + £ ¢ cos & Y (20)
Vs —oEp 0o 27 " [ m ’ 2 l
-‘,-Ese cos =~z gexpl opep (F—T —T)2=V,yb ]
oder
’ M 23 ’ 27 ’
w(r',rb) = (2::;26) exp {—Vob—i—Ll(b) cos af:tx + Ly (b) cos a:[ y (1)
2@ , m ’ 2
+ Ly (b) cos ;l{z}gexp —2h2b(1‘—1‘—1'g)
2 2 "
Dabei ist gesetzt E;= ;m' (Z ) s L;i(b) = };] e 2Eib (22)
i ]

4. Berechnung der Zustandssummme und der freien Energie

Aus der Definition der Zustandssumme Gl. (4) und aus (21) folgt:

ia, 3a, 3a,
i 27 2x 27
Z(b):ZO(b)_J _J _li drexp | Ly(b) cos 27 a+Ly(b) cos 2Ty + Ly(b) cos 272 | (53

=Zy(b) To(Ly (b)) Io(L2 (b)) Io(L3(b)) £, .

Dabei bedeutet £2, = a, a, a3/ (2 )3 das Volumen der Elementarzelle, /;(z) die modifizierte BesseL-Funktion
und

m_\" (&’ | &' | &'l
Zﬂ(b):(zrihﬁ) ‘;exPI_Vobﬁd,b EI[+EQ+£3 [ (24)
Die Zustandssumme pro Volumeneinheit lautet:
Z(b) =Z,(b) Io(Ly (b)) Io(L2(b)) Io(L3(b)). (25)
Fir den Fall E; b <1 und V; < E; ergibt sich
T 3/y 1 3 Vi\2 _ .
206) = (5. 7%s5) [1+ 16'%(&) . mb]_ 26)

Ferner ist gesetzt V= 0.
Da die Zustandssumme bekannt ist, lafit sich nach SoxpuemMER—WiLson ¢ die freie Energie einfach durch

folgende Formel berechnen:

F:n5+2.[Z(E) a’g‘EE’ dE . (27)
0

Die Funktion fo(E) = [1+exp{(E—{)/kT}] ! bedeutet die Fermi-Funktion und { die Fermi-Energie.
Ferner ist n die Zahl der Elektronen pro Volumen-Einheit und Z(E) ist die Laprace-Transformierte von

Z(S), also:

¢+i~o

- 1 (" ESZ(S)
Z(E) = —2“:}6 - ds. (28)

6 E. H. Soxpuemver u. A. H. WiLson, Proc. Roy. Soc. London A 210, 173 [1951].
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c hat dieselbe Bedeutung wie bei SonpHEIMER—WILsoN. Fiir den Fall (26) ergibt sich

ctioo c+ioc

m -1 eES 1 2 vi\2 [ exp{(E—4E)S} ,. |
Z(E) = (’ﬂh?) 27 jsv: dS+ 16 i;(Ej> J Sz ds | (29)
c—ioo c—ioo
Die Integration bei (29) ist leicht durchzufiihren mit Hilfe des Integrals ¢:
c+ioo.S Adle i 150
a7 ) S 5= (F am (30)
x5 0 fir 4<O.
Somit erhalten wir
mo Ve 8 [py 1S (Vi ‘/*]
Z(E):(2nh2) 15y [E + 16 ]-;(Ej) (E—4E)™|. (31)
Bei der Summe gilt die Bedingung E — 4 E; = 0. Durch Einsetzen von (31) in (27) folgt:
e (m V16 [ (g Sh® 13 () f e E) g7 | ‘
F="5+(2nh2) 1517 IJE SE dE + 16 ].; Ej) . (E—4E)) 3E dEI (32)
0 4E;
[ m VD) L vi\e . (C—4E;
_ F0) _ i ] R J E J
otler F=iF \2.7;-#) 6V ].;(EJ-) F’*( kT ) (33)
Dabei ist FO—nit(, )/ s FE/ ShB) g (34)
HREL 42 =not o 15)x E
0
die freie Energie der freien Elektronen, und F,(x) = j et—t;—H de (35)
0

die FErmi—Dirac-Funktion.

Die Funktion F,(z) ist fiir halbzahlige Werte von » von McDoucaL—SroNer 7 und fiir ganzzahlige Werte
von Ruopes 8 tabelliert worden.

5. Die Dichtematrix der Gitterelektronen im Magnetfeld

Die Brocusche Gl. (2) fir das Gitterpotential V' () und das duflere homogene Magnetfeld H (0, 0, H) mit
dem entsprechenden Vektorpotential A(— 3 Hy,} H x, 0) hat das Aussehen:
Sy _ [ R .heH 9 9\ eH ., .
3 AZmA_V(r)_'—Lch'(x Jy Y 3x> 8mc? (@ +y%) |w. (36)

Fir V(r) =0 ist die Losung von (31) die Dichtematrix (Greexsche Funktion) der freien Elektronen im
Magnetfeld. Sie lautet:

w(r, 1, b) = Z,(b) exp { —i P @y—ay) - DcothuHb [(a—2)+ (y—y)P]— o, (—2)° }

(37)
Dabei bedeutet B=e H/k ¢, 1 das Borrsche Magneton und
m l: wHDb
Z,(b) = (inhzl)) sinh u Hb (38)

die Zustandssumme der freien Elektronen im Magnetfeld. Die Losung (37) erfiillt die Anfangsbedingung
w(r',r,0)=0(r—1") und fiir B=0 geht sie in die (6) iiber. In Analogie zu (7) bilden wir wieder folgende

7 J. McDoucarr u. E. Stoxer, Phil. Trans. A 237, 67 [1938]. 8 P. Ruopzs, Proc. Roy. Soc. London A 204. 396 [1950].
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Funktionen:
4 . B ’ 7
wp(r' +1r,,r,b) = Z,(b) exp :L 5 [y(x—7 —giay) —2(y—y —¢oas)] (39)

B I: coth w Hb[ (2 —2"— g1 0))® + (y -y — g2 a5)%] — 2;:-’1, (Z*Z’—!/:;%)g}'
Ferner gilt:

’ * '3 . B ’ #
(v (T + 7, 7, 0) " (1 T4, 7, 0)) = exp ,’—z o [hi—q) a1y — (92— q2) a2 7] } (T, 1y, 20).

(40)

Dieses Resultat unter denselben Voraussetzungen, die wir fiir die Gleichung (8) gemacht haben, ist im wesent-
lichen von Null verschieden fir ¢ = g, damit konnen wir schreiben

(pn (¥ +15,1,0), wg" (' +7,7,0))=2,(2b) 9, ,. (41)

Auch fiir grofle Temperaturen konnen wir die Funktionen (39) wieder als orthogonal ansehen, und zwar
konnen wir schreiben:

(pn (¥ +7,, 1, 0), wy* (1 474, 1,b)) = 0(r, — 1) (42)
Zur Losung der Gl. (36) fiir nichtverschwindendes Potentialfeld machen wir folgenden Ansatz:
w(r',r,b) = X A,(r', b, H) wy(r' +1,,1,b). (43)
g

Durch Einsetzen von (43) in (36) und unter Beriicksichtigung von (37) und nach Integration iiber den
ganzen Raum erhalten wir folgende Gleichung fiir die Koeffizienten A, (1, b, H) :

o 4 4y IV exp [2itrl, v — IR (8 L whLED (a0l o (44)
Diese Gleichung hat die Lésung:
Ay~exp | SV, expl2ai(r, 7)) [esp | -—2Esbgy? 2 'q"LfHF “ighuHbldb | (45)
Damit erhalten wir zum Schluf} die Naherungslosung der Gl. (36), also:
v (P, 1, b) = Ey,:,,(r'+r,,, r, b) exp {f >: Voexp{2ai(r¥,1,))
jexpl—QEgbqg—?E1QI +HE TighuHb| db | (46)

wobei die E; definiert sind bei (22). Die Losung (46) fiir verschwindendes Magnetfeld geht in die (17) iiber.

6. Dreidimensionales cosinusformiges Potential im Magnetfeld
Interessant ist wieder, den Fall des cosinusformigen Potentials (18) zu diskutieren.

Fiir die entsprechenden ¢q,, g5, g; Werte aus (19) erhalten wir fiir die Koeffizienten 4, die Losung

2ax 27 2w #|

A, (1, b, H) ~exp { -V0b+L (b) cos 71; T +Lo(b) cos ~- -y + Ly(b) cos 'a; | (47)

mit der Abkiirzung

Lifb) = —2 5 § ezp = 2B ghumb) b (j=1,2). (48)

Die Niaherungslosung fir das cosinusformige Potential (18) lautet:

* * c 5
v (P, 1, b) = .;Sw,»(r’qur,,,r, b) exp : —Vyb+Li(b) cos 2: 2’ 4 Ly (b) cos Za:t y +Ly(b) cos _a? z '

und fiir B=0 geht sie in die (21) tber.
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7. Anwendungen auf den Diamagnetismus

Fir die Berechnung der diamagnetischen Suszeptibilitit mufl man wieder die Zustandssumme der Gitter
elektronen im Magnetfeld kennen. Aus der Formel (27) laft sich die freie Energie bestimmen, und durch
Differentiation nach der Magnetfeldstirke wird das magnetische Moment und die diamagnetische Suszepti
bilitat berechnet. Aus Gl. (49) folgt:

[ 2 |
Z(b) =Z,(b %exp = Wb [«HbeothuHb (9, a®+ g5 as?) +05%asd] | (50)
: jdt exp { —1 [glaly Js a5 7] +L1(b) cos ,a, x+L2(b) cos 2a'7 y + Lg(b) cos 2(1'7 z },
1 2 3
und pro Volumeneinheit ergibt sich
Z(b) =Z,(b) 1o(L3 (b)) 2 15, (L1 (D) ) 1, (Ly(b)) (51)
9
exp { hgb [wuHbcoth w Hb (942 %+ ¢5% ay®) + g3 a3]:.
Dabei ist gesetzt
* l 7.‘ 4 B *
I (Ly(B)) = 5 | exp { P ayay gat+Ly(b) cost } dt,
* 1 4 . B * =4
1, (Ly(b)) = i jexp Il— ;n a;as J1t+Ly(b) cost } de. (52)
0, g, =0 gehen in die modifizierte Besser-Funktionen von nullter Ordnung tiber
(53)

Die Integrale (52) fiir ¢,
Fir den Fall E; b < 1 ergibt sich aus (51)
Z(b) =Zy(b) 1y(L3 (b)) Iy(L1 (b)) Iy(L2 (b))
Um die konstante Suszeptibilitdt zu berechnen, braucht man das quadratische Glied des Magnetfeldes. Die
Entwicklungen der Integrale L7(b) und L;(b) nach Potenzen des Magnetfeldes lauten
db~ -2V, fexp{_n.b(l _ L («Hb))) db
(54)

2Ej sinhuHb |

Lj(b)=—2VjJEXP{ wH coshuHb |
2 )(25 b)%+3(2 E;b)> +6(“1b)+6>]

_ 725,-17[ j
By © L+ (25
Die Zustandssumme (53) bis zum quadratischen Glied lautet:
V V‘) _() —
2(6) =2,5) o+ c=280) Iy (V2 -8} 1, (72 o2 (55}
[ L 3 (. ) Vi g=2E;0 by Bl(VH/Ej) em2Eib] |
|1+ 3 ]; (2 E;) Ej Py(2E;b) 31wk 2557 |
Py(z) =2® +3224+62+6. (56)
(57)

F=—nkTlogZ(b)

wobei Py (z) das Polynom bedeutet
Fiir die Borrzmann-Statistik ist die freie Energie pro Volumeneinheit durch die Formel
gegeben, und das magnetische Moment M pro Volumeneinheit durch — OF/CH. Ferner ist die konstante
Suszeptibilitdat gegeben durch die Formel
- 7M _[nkT aIOUZ(b)]
=g | H SH H-0"
y P22 Ejb) LIWVIE) e 2Ejb]] (50)

(2Ejb)? I,[(Vi/Ej) e 2Eib]

~

I’ [\/] to

Durch Einsetzen von (55) in (58) ergibt sich
i,
1-2 5

=170
i
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Dabei bedeutet y,= —%-(4«2n)/kT die konstante
diamagnetische Suszeptibilitit pro Volumeneinheit
der freien Elektronen im Magnetfeld.

Die Formel (59) zeigt eine Verminderung der
Konstante der diamagnetischen Suszeptibilitat der
freien Elektronen im Magnetfeld durch den Einflufl
des Gitterpotentials.

9 A. Jaxussts, Phys. Status Solidi 7, 765 [1964].

H. HARTMANN UND H.P. NEUMANN

Eine dhnliche Formel wie (59) ist vom Autor ? in
einer fritheren Arbeit entwickelt.

Aus der Formel (51) zeigt sich wieder, dal} die
Singularititen der Zustandssumme, die fiir die Be-
rechnung des Haas-van Avpnes-Effektes 10 erforder-
lich sind, genau an der Stelle der freien Elektronen
auftreten und unabhéngig von der Bindung des Fest-
korpers sind.

10 A, H. WiLson, Proc. Cambridge Phil. Soc. 49, 292 [1953].

Niherungsansitze zum Ising-Modell nach einer neueren Diagrammentwicklung I

H. Hartmany und H. P. NEumany

Institut fiir Physikalische Chemie der Universitit Frankfurt am Main

(Z. Naturforschg. 22 a, 604—612 [1967] ; eingegangen am 17. September 196)

Die ,,Selbstenergien® G, in ! wurden durch niherungsweise Auswertung einer grofleren Klasse

von Selbstenergiediagrammen approximativ berechnet. Das Gleichungssystem (3.3)

in 1 fiur die

renormierten Semiinvarianten wurde umgeformt und durch zusitzliche Ndherungsannahmen verein-
facht. Durch Nédherungsansitze fiir die Semiinvarianten M,, M,, ... konnten einfache Gleichungen
fiir die Magnetisierung M, hergeleitet werden. Diese Gleichungen wurden numerisch gelost. Auf der
Grundlage der Beziehungen (3.5) und (4.8) in ! wurden ferner die innere Energie, die freie Ener-
gie und die Atomwirme des zweidimensionalen Ising-Ferromagneten sowie die Druck-Dichte-Isother-
men des zweidimensionalen Gittergases numerisch ausgerechnet.

In einer Serie moderner Arbeiten 1~3 wurde eine
altere Reihenentwicklung * der freien Energie f. des
Isixg-Modells nach dem Parameter f=1/kT (T =
absolute Temperatur) mit TuieLEschen Semiinvarian-
ten als Koeffizienten zu einer Clusterentwicklung aller
wichtigen thermodynamischen Funktionen des Isine-
Modells ausgebaut. Besonders in ! wird ausfiihrlich
dargelegt, wie sich die Magnetisierung M, , die innere
Energie ¢ und die freie Energie f. als folgende Funk-
tionen der Selbstenergien G, und der renormierten
Semiinvarianten M, darstellen lassen:

3K
M, =exp {K; Ck 5,k JMI"(z), (1)

3K
M, =exp [Kgl Gk 32K ]MILO(I) (1a)

mit
M0 (x) = dd:” [In(2coshz)], n=0,1,2,..., (2)
1 oo
~e= gp| S )
1
“ﬂf«':MO- z M,G,+ E i [d; nM,G,
n=1 n=1 “ 2

. (4)

1 F. Excrert, Phsy. Rev. 129, 567 [1963].
2 R. Brovt u. M. Coopersmra, Phys. Rev. 130. 253 [1963].

Eine Selbstenergie G, ist dabei die Summe aller ver-
texirreduziblen Diagramme, die mit n Linien an
einem Fixpunkt aufgehingt sind. Jedem Diagramm
entspricht ein Produkt der Form

(ﬂ Uij)l‘ (/B v/f/z)l2 e (Mml(r))r" (AM,,,E(CIZ))” e

(v;; = Wechselwirkung zwischen Spin ¢ und Spin j,
f=1/kT, x = fH, H = Magnetfeldstirke). Jeder
Linie im Diagramm korrespondiert ein Faktor f v;;
und jedem Schnittpunkt von [ Linien eine Semi-
invariante M;(x).

Abb. 1. Selbstenergiediagramm aus G, .

Jedes Diagramm mit n Linien und dem topologi-
schen Index ¢ erhilt noch einen Symmetriefaktor

1/G(n, t), wobei G(n,t) die Ordnungszahl der vol-

len Symmetriegruppe des Graphs ist.

Die Selbstenergien G, sind also Funktionen der
renormierten Semiinvarianten M, .

CarLeny u. G. Horwrrz, Phys. Rev. 124, 1757 [1961].

H. B. C
J. G. Kirkwoop, J. Chem. Phys. 6, 70 [1938].

)



